ZUR ELEMENTAREN THEORIE 


DER 


KREISEL-BEWEGUNG'. 


Von 


ALEX. WERNICKE. 


1) Vergl. hierzu Ad. Wernickes Lehrbuch der Mechanik (bei 
Friedr. Vieweg & Sohn in Braunschweig), IV. Aufl., im 1. Theil $. 102 und 
Anwendung 13 zum 4. Kapitel des 3. Abschnittes. 


04 7 (et ч 
а 


52 
ы 


аў 


In seinen Vorlesungen über technische Mechanik hat Herr 
Föppl den Flächensatz mehrfach herangezogen, unter Anderem 
auch, um die Grundgleichungen des Schlick’schen Verfahrens 
für die Massenausgleichung bei Schiffsmaschinen kurz und elegant 
abzuleiten (Bd. ІУ, S. 127 u. f). Dabei macht er die Bemerkung 
(S. 129), „dass der Flächensatz bisher in technischen Kreisen 
noch längst nicht die Beachtung gefunden hat, die er in Wirk- 
lichkeit verdient“. 

Diese durchaus zutreffende Bemerkung lässt sich dahin er- 
weitern, dass von den sogenannten Principien der Mechanik gerade 
der Flächensatz bisher überhaupt verhältnissmässig selten für 
die wirkliche Lösung besonderer Aufgaben verwandt worden ist. 

Ein Grund dafür dürfte in dem Umstande zu suchen sein, 
dass er noch nicht unter die gangbaren Lehrsätze der elemen- 
taren Mechanik aufgenommen ist, während dies bei den anderen 
sogenannten Principien (Bewegung des Schwerpunktes, Beziehung 
von Energie und Arbeit u. s. w.) längst der Fall ist. 

Ein zweiter Grund liegt vielleicht darin, dass der Flächen- 
satz gerade in der Beziehung, welcher er seine Benennung ver- 
dankt, für Anwendungen nicht allzu günstig ist, weil dabei sein 
innerster Kern, die Verbindung des Momentes der Bewegungs- 
grösse mit dem Momente der äusseren Kräfte, verschleiert wird. 

In rechnerischer Beziehung besteht wohl sein Werth haupt- 
sächlich darin, dass er, ebenso wie der Satz von Energie und 
Arbeit, gelegentlich eine Integration erspart. 

Im Folgenden soll der Versuch gemacht werden, den Lehr- 
satz durchaus elementar zu begründen, und zwar so, dass sein 
Kern dabei zu Tage tritt. 

Ausserdem soll seine Verwendbarkeit, gerade in der bezeich- 
neten Hinsicht, an einem Beispiel gezeigt werden, das sich augen- 
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blicklich einer gewissen Theilnahme erfreut, nämlich für die 
(elementare) Behandlung der Bewegung des Kreisels. 

Dabei soll der Begriff der elementaren Behandlung in dem 
sich für die angewandte Mathematik mehr und mehr einbürgernden 
Sinne bestimmt werden, dass Verwendung von Differential- und 
Integralrechnung ausgeschlossen wird, dass aber einfache Grenz- 
übergänge zugelassen werden und dass demnach auch die Ab- 
leitungen der einfachsten Functionen (Potenz, Sinus, Cosinus und 
Exponentialgrösse) zu Gebote stehen. 


6. 9. 


Wir betrachten zunächst die ebene Bewegung eines Punktes 
(vergl. Fig. 1), der von Р’ über Р nach Р” läuft. Trägt man 
die Geschwindigkeiten v 
und с” für Pund Р" in 
diesen Punkten als Vec- 
toren an, so stellen pv 
und pv п die Momente 
dieser Geschwindigkeiten 
für einen beliebigen Punkt 
О dar. Verschiebt man 
v" von Р" nach Р, so lie- 
fert das Parallelogramm 
x РНН'О die Strecke г, 
welche die Aenderung der 
Geschwindigkeit für den Uebergang von Р nach Р” darstellt. 
Wendet man auf dieses Parallelogramm den Late vm DN an für О 
als Drehpunkt, so gilt 


(р” — и) 0" = pv + 42 


Fig. 1. 


oder 


FI الو‎ 


p'o" — pv = qz + ио". 
Geschieht der Uebergang von P nach P” in der Zeit r, so 


bezeichnet ` die entsprechende mittlere Beschleunigung, und 


man hat 
Hall Ана Y 2 u 
ДЕА E = ( .-- + --. oi 


T T T 
Beim Grenzübergange für lim т = 0 ist и = РР". sin Н'РН 
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и ЕРТ, ae 
zu setzen, so dass ser Н'РН für іт т = 0 ver- 


schwindet, während dabei ` in die Gesammtbeschleunigung je 
übergeht. 

Demnach ist 

lim [=] заа аў 

Handelt es sich bei der betrachteten Bewegung um einen 
materiellen Punkt W von der Masse u, so kann man statt der 
Geschwindigkeiten in Р und Р” die entsprechenden Bewegungs- 
grössen als Vectoren antragen. Dabei erhält man die Gleichung 

an n 
lim Wirt sed — d. fiel 

Jetzt bedeutet ш/о die Kraft, welche thatsächlich in der Be- 
wegung zur Geltung kommt. 

Gehört der materielle Punkt W einem System materieller 
Punkte an, so erwächst die Effectivkraft ш/о aus der Resultante 
der äusseren und der Resultante der inneren auf W wirkenden 
Kräfte. Projicirt man diese beiden Resultanten, falls sie nicht 
in der Ebene der Zeichnung liegen, auf diese, so erwächst die 
Effectivkraft auf alle Fälle aus zwei, in der Ebene der Zeichnung 
gelegenen Kräften A und J, deren Arme für O als Drehpunkt 
bezw. а und b sein mögen. 

Demnach gilt: 

"a n 
lim шы er”) BEE Ас ON > 


T 
Wendet man die erhaltene Gleichung auf alle (n) Punkte 
eines materiellen, in der Ebene der Zeichnung gelegenen und in 


ihr beweglichen Systems an, so erhält man bei Addition der ein- 
zelnen Gleichungen 


lim Fer не) = Жа ГАУ НГЕ) 


Ра die inneren Kräfte des Systems in Paare von Gegen- 
kräften zerfallen, so ist Z(D . J) = 0, а. h. man hat 


lim ee] Жа. Ау 


T 
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Die linke Seite dieser Gleichung stellt die Erzeugungs- 
geschwindigkeit der Grösse Zp(uv) dar, welche „Moment der 
Bewegungsgrösse für das System“ genannt werden mag. 

Demnach gilt: Für jeden Drehpunkt ist die Erzeugungs- 
geschwindigkeit des Momentes der Bewegungsgrösse 
gleich dem Momente der äusseren Kräfte. 

Dieser Satz gilt zunächst für ein ebenes System von 
n materiellen Punkten. 

Seine Erweiterung für lim n = о bietet keine besonderen 
Schwierigkeiten dar. 

Bezeichnet man die Flächengeschwindigkeiten (vergl. Fig. 1) 
in Bezug auf О für Р und Р” bezw. durch V und У”, so ist 
Viapo and У" es Kee 

Führt man u V als Massenflächengeschwindigkeit eines mate- 
riellen Punktes und ZuV als Massenflächengeschwindigkeit eines 
materiellen Systems ein, so stellt die linke Seite der abgeleiteten 
Gleichung die doppelte Massenbeschleunigung des Systems dar, 
so dass der gewonnene Satz auch die Form erhalten kann: Für 
jeden Drehpunkt ist die doppelte Massenflächenbeschleu- 
nigung gleich dem Momente der äusseren Kräfte. 

In dem Sonderfalle, wenn das Moment der äusseren Kräfte 
verschwindet, gilt: Das Moment der Bewegungsgrösse ist 
constant bezw. die Massenflächengeschwindigkeit ist 
unveränderlich (Flächensatz). 

Um den Satz auf räumliche materielle Systeme aus- 
zudehnen, braucht man nur das betrachtete ebene System 
als rechtwinklige Projection eines räumlichen Systems 
aufzufassen und zwar so, dass man jedem Projectionspunkte die 
Masse des projieirten Punktes zuordnet. 

Anstatt des Drehpunktes O tritt dabei natürlich eine Achse 
durch О ein, senkrecht zur Ebene der Zeichnung. 

Für das räumliche materielle System lässt sich der Satz 
demnach so aussprechen: Für jede Achse ist die Erzeugungs- 
geschwindigkeit des Momentes der Bewegungsgrösse 
gleich dem Momente der äusseren Kräfte. 

Ist das materielle System im Besonderen ein starrer Körper 
mit fester Drehungsachse, so nimmt unser Satz für diese als 
Achse eine sehr einfache und bekannte Gestalt an. 
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Bezeichnet man die Tangentialbeschleunigung eines Punktes 
im Abstande ғ von der Achse mit jr, so ist hier 0. je = r . jr 
und u .q. jg = ur?.ı, wenn man noch jr durch die Winkel- 
beschleunigung ı ausdrückt. 

Demnach wird hier 

Еш. = Хит? Х(аА), 
d. h. die Winkelbeschleunigung ist der Quotient aus Kraftmoment 
und Trägheitsmoment. 

Es ist nun auch leicht, dem Satze eine noch allgemeinere 
Form zu geben. 

Denkt man für jeden Augenblick an jedem Punkte eines 
materiellen Systems dessen Bewegungsgrösse als Vector angetragen, 
so liefert die rechtwinklige Projection dieses mit Vectoren be- 
hafteten materiellen Systems auf eine Ebene, senkrecht zu irgend 
einer Achse, für diese Achse unmittelbar die Grössen, auf welche 
sich unser Satz bezieht. 

Projieirt man das System auf die drei Ebenen eines recht- 
winkligen Coordinatenkreuzes vom Anfangspunkte О, so kann man 
die Momente für О für die Ebenen ХОҮ, YOZ, ZOX wie Kraft- 
momente bezw. auf den Achsen OZ, ОХ, OY als Vectoren auf- 
tragen und aus ihnen einen resultirenden Vector bilden, welcher 
das Moment der Bewegungsgrösse des Systems für О als Zurück- 
führungspunkt darstellt. 

Zu demselben resultirenden Vector würde man gelangen, 
wenn man die übliche Behandlung eines Kräftesystems mit zer- 
streuten Angriffspunkten für O auf die als Vectoren dargestellten 
Bewegungsgrössen des materiellen Systems überträgt. Denkt 
man diesen resultirenden Vector für jeden Augenblick in 0 
angetragen, so beschreibt dessen 
Spitze eine Linie, welche sich mit 
dem Hodographen Hamilton’s ver- 
gleichen lässt, man kann sie die Мо (В) 2 
„Linie des Momentes der Ве- 
wegungsgrösse“ für О nennen. 

Stellen die Vectoren M’o(B) und 
Mo(B) in Fig. 2 die Momente der к: 
Bewegungsgrösse des Systems für zwei Zeitpunkte dar, zwischen 
denen die Zeit т liegt, so bezeichnet 2 den Zusatz, welcher für ihre 


Fig. 2. 


Mo(B) 
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Ueberführung nöthig ist und = nach Grösse und Richtung die 


mittlere Erzeugungsgeschwindigkeit für den Uebergang. 

Geht man zur Grenze über, so stimmt das Moment der 
äusseren Kräfte, welches man gleichfalls als Vector einführen 
kann, für den gewählten Zeitpunkt überein mit lim (2) 

Demgemäss gelangen wir zu dem Satze: Das Moment der 
äusseren Kräfte stellt als Vector in jedem Augenblicke 
für die „Linie des Momentes der Bewegungsgrösse* die 
Geschwindigkeit nach Grösse und Richtung dar. 

Projieirt man endlich das materielle System auf die einzelnen 
Ebenen eines Ebenenbündels durch О, so ist das Moment der 
Bewegungsgrösse der Projectionen für О ein Maximum für diejenige 
Ebene, welche senkrecht steht auf dem Vector, welcher das 
Moment der Bewegungsgrösse für das System darstellt. 

Diese Ebene durch О wechselt im Allgemeinen von Augen- 
blick zu Augenblick und ebenso die Grösse des Maximalwerthes 
des Momentes, weil sich jener Vector im Allgemeinen von Augen- 
blick zu Augenblick ändert. 

Hat im Besonderen das Moment der äusseren Kräfte für O 
den Werth Null, so behält jene Ebene (die unveränderliche 
Ebene von Laplace) durch О bei constantem Werthe des Maxi- 
mums ihre Lage bei, weil dann der Vector, welcher das Moment 
der Bewegungsgrösse für das System darstellt, nach Grösse und 
Richtung unveränderlich ist. 

Steht das System der äusseren Kräfte im Gleichgewichte, so 
gilt die für О durchgeführte Betrachtung für jeden Punkt des 
Raumes, d. h. für jeden bestimmten Punkt des Raumes als 
Zurückführungspunkt giebt es ein bestimmtes constantes Moment 
der Bewegungsgrösse und eine bestimmte unveränderliche Ebene. 

Ruht ausserdem der Massenmittelpunkt des Systems, so 
fallen die Ebenen für die verschiedenen Zurückführungspunkte 
zusammen, d. h. hier giebt es eine Richtung im Raume, deren 
Normalebenen sämmtlich die Rolle einer unveränderlichen Ebene 
spielen. 

Da die Massenflächengeschwindigkeit constant ist, sobald 
das Moment der äusseren Kräfte verschwindet, so werden in 
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diesem Falle in gleichen Zeiten gleiche Massenflächen beschrieben 
(Erhaltung der Flächen). 


6. 3.. 

Wir betrachten nun einen Kreisel (Rotationskörper), wie ihn 
Fig. 5 andeutet, und zwar denken wir uns ihn schief auf das 
Lager in О aufgesetzt, nach- 
dem er eine kräftige Drehung 
um seine Achse 02 erhal- М A” 
ten hat. : 

Um die Bewegung der 
Achse OZ zu untersuchen, 
benutzen wir ein beweg- 
liches Coordinatenkreuz, in- 
dem wir in der Vertical- 
ebene ZOV durch O eine Я. 
Y-Achse senkrecht zu OZ, ЬЯ 


Fig. 3. 


und ausserdem eine X-Achse 2 

senkrecht zur Ebene ZOY ER 

einführen. IN 
77 “а 


Um die Lage dieses Kreu- T IT OTT 
zes im Raume zu bestimmen, | | 
führen wir Д ЛОУ - 9 ім 

: d е.віһ 9 

ein, suchen ferner die Spuren 

der Ebene ZOY mit der Horizontalebene durch О auf und 
messen die Stellung (n) dieser Spuren gegen eine feste Gerade 
ОН der Horizontalebene. 

Die Relativbewegung des Kreisels gegen die X Y-Ebene 
ist nicht von wesentlicher Bedeutung, da dieser wegen seiner 
Form als Rotationskörper für alle Geraden der X Y-Ebene durch О 
dasselbe Trägheitsmoment hat. 

Bei Vernachlässigung der Reibungen kommt von äusseren 
Kräften nur das Gewicht @ des Kreisels in dessen Schwerpunkt 5 
in Betracht und die entsprechende Reaction @ in 0. Für die 
Achse OV hat das Moment der äusseren Kräfte den Werth Null, 
so dass also für diese Achse das Moment der Bewegungsgrösse 
des Kreisels einen constanten Werth В hat (vergl. $. 2). 

Bezeichnet man die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
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für die Achsen ОХ, OY, OZ zur Zeit t bezw. durch Paz, фу, Pa, 
so hat das Moment der Bewegungsgrösse zur Zeit t bezw. die 
Componenten Tr. Pa, Xr. фу, Trs . Pr wenn man die Träg- 
heitsmomente für die Achsen ОХ und ОУ durch Tr und für die 
Achse OZ durch Tr, bezeichnet. 

Projieirt man diese Componenten auf die Achse ОР, so er- 
giebt sich 

1) B=g,:.Tr.sn$® Le, Sr. соѕ 9. 

Bezeichnet man die Anfangswerthe von Ф,, фу, pz und 9 

bezw. durch 7z, Yy, 7: und ду, so ist auch 
2) B = yy. Tr . sin Do + у, . т, . COS 00: 

Vergleicht man ferner eine beliebige Stellung (9) der Achse 07 
mit der Anfangsstellung (®,), so ist die Arbeit A der äusseren Kräfte 
für die Aenderung der Stellung (Senkung) 

3) А = б6е(с08 9 — со 9). 

Diese Arbeit entspricht dem Zuwachs an lebendiger Kraft 

(Energie), d. h.. es ist А = Е für 
4) E = (4 pè. Ir +i på. Tr + } pF „ Tr) 
— 6%. Tr F 5 уу. 31 + ay. Tr). 

Da der Kreisel bei Beginn seiner Bewegung nur eine Drehung 
um die Achse OZ haben sollte, so ist у, = О und y, = 0. 

Da ferner die Kraft @ die Achse OZ schneidet, so kann sie 
keine Veränderung von Фф, bewirken, d. h. es ist stets 9, = yz 

Danach ergiebt sich aus Gleichung 1) und 2) 

5) gw, i. sm E- у,. Әт, . со59 = у,. Зг,. с08 9, 
und aus Gleichung 3) und 4) 

6) 4 Tip + фу) = (7е(соѕ д, — с08 9). 

Aus Gleichung 5) folgt 
. Tr, cos 9, — сов Ф 
| тана. ee 
und daraus, mit Rücksicht auf Gleichung 6) 


бу. gek ІС — 608 8) [22° – у: А, Брака 


7) Фи = н 


Tr Tr? sin? 9 
Da die Arbeit der äusseren Kräfte in einer Senkung besteht, 
so ist 9 = 9, und demnach ist cos, — cos positiv oder Null, 
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es muss also auch die Klammergrösse unter der Wurzel, welche 
pa darstellt, positiv oder Null sein, d. h. man hat 


DFO Ў. j: (059, — 089 


трт зав 
Bezeichnet man ае durch 2m, so ist für die Grenze 
(=) in Geltung: 
sinî Ө — 1 — 60529 = 2 т cos, — 2 т cos Ә, 


d. h. man hat 


0089 = т + ү т — 2mcos®, + 1 


Da m proportional zu у? ist, so ist m bei kräftigen Drehungen, 
welche hier vorausgesetzt werden, relativ gross. 

Entwickelt man die Wurzelgrösse von cos® für grosse "Werthe 
von m, so gilt 


292, 
со 9 = т + (m— оғ, DI +p.. -) 
d. h. es ist 
РО 
cos? — 2m — cosd, + =. 4+- Geet 
oder 
Sin? y 
bi че _— 
cos COS Do Le + 


Man sieht, dass nur der zweite Werth von 9, welcher durch 9 
bezeichnet werden mag, brauchbar ist. 

Setzt man Û = 9, + Ô, so ist cos 9 = сов Dacos 5 — sin 9, sin д, 
und man hat bei Berücksichtigung der Glieder erster Ordnung 
cos? — с08 ду — sind, arc ò, 

so dass 
e, = 20-80% Жұ 2 ЛІ m 9, 


ist. 

Der Winkel 9 vermag demnach die Grenzen 9, und 9 nicht 
zu überschreiten. 

Setzt man allgemein 9 = 9, + д, so dass also д in den 
Grenzen 0 und д liegt, so folgt aus Gleichung 7) gemäss cos (9-0) 
== 606 0; 


10) Ф, = ан . areö 


Festschrift. 6 
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und aus Gleichung 8) ebenso 


Für 9, = 0 erhielte man wieder 9 — 0 oder 8 = 8. 

Fig. 4. Denkt man arc dargestellt als 
Function der Zeit (t), so ist Ps deren 
Ableitung, d.h. man hatfür arc = f(t) 
gegeben 9, = f (t). 

Versucht man f(t) als Gleichung 
einer harmonischen Schwingung dar- 
zustellen, welche (vergl. Fig. 4) einer 
Bewegung von A, über M nach A, 
und zurück entspricht, so ist 


12a) arcö = f (t) 


шае 


zu setzen, wobei r die Amplitude 
und 7 die Schwingungsdauer be- 
zeichnet. 

Man hätte dann, mit Rücksicht 
auf Gleichung 11) 


; цё Зя . (29.4 
195) oa = f () = r < g зі ад, 


falls man die Factoren von arcò und а7сд? in Gleichung 11) 
bezw. durch a und 0 bezeichnet. 

Diese Gleichung erweist sich als richtig für t 0 und t = 7. 
Für t = 1 Т ergiebt sie 

2ar — 4072 = 0 

a __.Getisin®, 
$ н уза. 
Für t = 17 bezw. t == 2 Т ist 


++. = + Yar im, 


d. h. r = 0 oder r = 
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d. h. man hat 
T2? — 4л? — 4л? . 3F 
b уг. 84; 
und 
2r 3r 
2 у. 1, 


Führt man die Werthe von r und Т in Gleichung 120) ein, 
so wird diese in sich befriedigt, es ist also nach Gleichung 12a) 


б аба. rn |1 ша сов (2:2 d 


Yz 21: 

Bei der gewählten Annäherung entspricht also die Veränder- 
lichkeit von д bezw. 9 thatsächlich einer harmonischen Schwingung 
von der Amplitude ғ und der Schwingungsdauer 7. 

Damit ist auch p, bestimmt, man hat 

сажа е. 2-2 | e E “. у] 
М). фр. = “а ggf = Er: а 1 — cos Ir t 

Aus øy lässt sich leicht die Winkelgeschwindigkeit фу für 

die Verticale OV ableiten, man hat 
E, EE Een A KEREN چ(‎ ; у] 
Фу = заб - у. 0, sind 1 TON Т ; 


Ра 9 nur in den engen Grenzen 9) und 9 schwankt, so er- 
hält man eine brauchbare Annäherung, wenn man in diesem 
Ausdrucke sin ® gegen sin, forthebt, d. h. man hat 


RE: Ра 7, 
15) ру = za |1 et] 


als Winkelgeschwindigkeit der Kreiselachse um die Verticale OV. 
Projieirt man OZ auf die Horizontalebene, so ist der Winkelweg 
arcy dadurch gegeben, das фу seine Ableitung ist, d. h. man hat 
Ge ZE a Тұт» 
16) on e 7% 12 — ТАСТАМА! u d + 0, 
wobei С eine Constante bedeutet. 
Soll n = 0 sein für ў — 0, so ist С — 0 zu setzen. 
Zeichnet man irgend einen Punkt, z. B. den Schwerpunkt 
auf der Horizontalprojection der Kreiselachse aus, so entsteht 


in der Horizontalebene ein Bild, wie es Fig. 5 (auf folgender 
Seite) andeutet. 


6* 
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Setzt man in der Formel für arcy bei О = 0 einmal t = 0 
und einmal ў = T, so erhält man arcy, entsprechend dem Bahn- 
stücke ABC. 

Get 

Die Anzahl (n) der Schwankungen der Kreiselachse, wie 
ABC, welche auf eine volle Umdrehung dieser Achse fallen, 
beträgt 


Es ist arcy = 2л. 


SE ан. 
aren Get! 


di. Je 


Da arc in der Zeit 7'.beschrieben wird, so erfordert ein 
voller Umgang der Achse die Zeit 


2 я ра: 52 


Oa р 74-22. 


aren G 

Die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit dieses Umganges 
Fig. 5. ist я 4 Ä 
ist also SC 


Man bemerkt leicht, dass die 
zuletzt erhaltenen Formeln bei der 
gewählten Art der Annäherung von 
9; unabhängig sind. 

Der Sinn von у, und Фу stimmt 
überein, d. h. für einen Beschauer, 
der von oben längs der Achsen ZO 
und УО blickt, ist für beide Achsen 
entweder Uhrzeigerdrehung vorhan- 
den oder deren Gegenbewegung; es 
folgt dies unmittelbar aus den For- 
meln 14) und 15). 

Ein Kreisel, welcher seine Be- 
wegung mit einem grossen Werthe 
von ў, beginnt, beschreibt langsam (vergl. ©) einen Kegel mit vielen 
(vergl. n), aber kleinen (vergl. arcy) Einbuchtungen. Die Reibungen, 
welche durch die Befestigung und den Luftwiderstand hervorgerufen 
werden, verändern langsam den Werth von yz, so dass die Umgänge 
von 04 mit der Zeit rascher und die Einbuchtungen seltener, aber 
grösser werden, bis schliesslich ein Umfallen des Kreisels eintritt. 
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Da py und aren proportional sind zu е, so verschwinden 
diese Grössen für е — 0, а. h. für den Fall, dass der Schwer- 
punkt des Kreisels mit О zusammenfällt. 

Für eine senkrechte Anfangsstellung (9; — 0) folgt, wie die 
Rechnung zu Gleichung 8) zeigt, 


cos? = т + (т — 1) 


und demnach cos — +1 oder 9 = ə, d. h. hier sind für die 
Achse überhaupt keine Schwankungen möglich. 

Dies zeigt auch die Formel 13), welche farc — 0 liefert. 
Demnach ist auch Фф, = 0, gemäss Formel 14), und damit ver- 
lieren Formel 15) und ihre Folgerungen für diesen Fall jede 
Bedeutung. 


5. 4. 


Man sieht, dass die hier gegebene elementare Behandlung 
der Kreiselbewegung im Wesentlichen alle Erscheinungen be- 
schreibt, welche auch bei einer genaueren Behandlung zur Dar- 
stellung kommen. 

Die strengen Gleichungen 5) und 6), welche den Ausgangs- 
punkt bilden, ersetzen das System der drei Euler’schen Glei- 
chungen, von denen man sonst auszugehen pflegt, vollständig, 
und machen eine erste Integration jener Gleichungen überflüssig. 

Vergleicht man die Gleichungen 5) und 6) mit den Glei- 
chungen 1) und 4), welche zu ihrer Herleitung dienten, so sieht 
man, dass die besonderen Bedingungen у, = 0, yy = 0 und 
Ф, = у, eine wesentliche Erleichterung für die Behandlung bilden. 
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